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Die Erfahrungsnachwirkung bei Wahrscheinlichkeiten 
Von H. HADWmER, Bern 

Wir betrachten eine mit der Zeit t ver~inderliche 
Wahrscheinlichkeit 

A (t) (1) 
p (t) - A (t) + B (t) ' 

wobei A (t) das MaB der gfinstigen, B(t) das MaB der 
ungfinstigen F~ille im Zeitpunkt t bezeichnen soll. Die 
in Betracht gezogene Ver~inderlichkeit der Wahr- 
scheinlichkeit (1) sei eine Folge einer sogenannten Er- 
[ahrungsnachwirkung. Darunter wollen wir hier fol- 
gendes verstehen : 

Wenn das Gegenereignis. dessen Wahrscheinlich- 
keit also 1 - p ( t )  sein wird, tats~chlich eintritt, so soll 
dies eine ~Erfahrung~) darstellen, welche zur Folge ha- 
ben soll, dab die MaBzahl B(t) der ungiinstigen Fiille 
eine gewisse Reduktion erf~ihrt x. Wenn sich nun im 
Laufe der Zeit nach Mal3gabe der ihnen jeweils zu- 
kommenden Wahrscheinlichkeiten solche Gegen- 
ereignisse einstellen, so wird auf diese Weise die 
Wahrscheinlichkeit (1) zunehmen miissen. Es soll nun 
unsere Aufgabe sein, einen zweekdienlichen Ansatz 
ffir die Erfassung der soeben auseinandergesetzten 
Erfahrungsnachwirkung aufzustellen, und das ma- 
thematische Gesetz, nach welchem die Wahrschein- 
lichkeit (1) zunimmt, zu ermitteln. 

Im Hinblick auf die gegebenen Erkl~irungen ist die 
nachfolgende Ansatzbildung naheliegend: 

a) Die MaBzahl A (t) bleibt konstant. 
b) Die MaBzahl B(t) erfAhrt eine Reduktion, die 

proportional dem Erwartungswert der Anzahl der im 
Zeitintervall 0 bis t eHolgenden Gegenereignisse ist. 
Hierbei werde eine konstante Total-Ereignisdiehte 
vorausgesetzt. 

1 Naturgem~iB muBte die Darstellung hier allgemein gehalten 
werden. Es ist aber sehr niatzlich, sich die Sachlage durch Wahl eines 
konkreten Falles klarzumachen. Beispielsweise dient das Iolgende 
Modell: Ein Arbeiter sei an einer Maschine besch/iftigt, d.h.  er 
verrichte etwa pro Zeiteinheit dort eine Manipulation. A sei nun 
die Zahl der zul/issigen Manipulationen, B dagegen die Zahl der Fehl- 
manipulationen, die einen Betriebsunfall bewirken. Bei grober 
Schematisierung ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir den Arbeiter, 
pro Zeiteinheit keinen Unfall zu erleiden, durch den Quotienten 
A/A + B gegeben. Wenn nun aber tats~cchlich ein Unlall passiert, so 
wird damit eine Erfahrung verbunden. Die Nachwirkung besteht 
darin, dab sich der Arbeiter (oder sein Naehfolger!) die betreffende 
Manipulation, die zum Unfall fiihrte, merkt, oder dab eine Wieder- 
holung dutch besondere MaBnahmen verunm6glicht wird. Dies 
kommt einer Reduktion der Zahl B d e r  m~glichen Fehlmanipula- 
tionen um 1 gleich. Nach K sich im Laufe der Zeit eingestellten 
Betriebsunf~illen ist die Wahrscheinlichkeit, keinen Unfall zu erleiffen, 
auf A]A + B - - K  angestiegen. Dieser konkreten Deutung yon p a l s  
Unfallwahrscheinlichkeit lassen sich noch verschiedene andere ebenso 
einfache Interpretationsm6glichkeiten (Erkrankungs- oder In- 
fektionswahrscheinlichkeit, Ausscheidewahrscheinlichkeit bei bio- 
logisehen Gesamtheiten u.a.m.) an die SeRe stellen, wobei eine ana- 
loge zeitliche Beeinflussung durch Erfahrung wirksam ist. 

Demzufolge soll also 

{ ' } A(t)=.4(0);  B( t )=B(0)  l -af[ l -p(~)]a¢ (~) 
o 

sein. Der Proportionalit~tsfaktor 2 ist hierbei eine dem 
betreffenden NachwirkungsprozeB zugeordnete Kon- 
stante. Ffihren wir noch die Hilfskonstante to durch 

B (0).  1 
w = - ~ - ,  p ( o ) =  1 + t o  (a) 

ein, so l~gt sich zufolge des Ansatzes (2) ffir die Wahr- 
scheinlichkeit (1) der Ausdruck schreiben 

1 
p (t) = t (4) 

l + m -  o~xf [1-p( , ) ]  d ,  
o 

Da nun in (4) die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit 
p auf beiden Seiten vorkommt, liegt eine einfache 
Funktionalgleiehung vor, die in naheliegender Weise 
sofort in eine Differentialgleichung umgewandelt wer- 
den kann. Zuniichst schreibt man 

t 
1 

1 + oJ- to~ J [1-p(¢)]  d~ = 
0 , p (t) ' 

eine Beziehung, die nach t differenziert x 

- o , x  0 - p ) -  P' p* 

liefert, so dab nach einfacher Umformung nun die 
Di]/erentialgleichung der Er/ahrungsnachwirkung 

I p'=oJ~(pi-pa) I (5) 

entsteht. Eine erste einfache Diskussion lehrt, dab 
die Integralkurven, die zu Anfangswerten 0 < p(0) < 1 
geh6ren, monoton steigend gegen den asymptotischen 
Wert 1 streben. Wie man aus (5) ableitet, gilt 

p , ,  = ms ;t2 pa (2 - 5 p + 3 ps).  (O) 

In den Fiillen p(0) < ] besitzen also die Integral- 
kurven an der Stelle, wo p den Wert ~ erreicht, einen 
Wendepunkt 2. 

Nachfolgend treten wir nun auf Darstellungen der 
sich als L6sung der Differentialgleichung (5) ergeben- 
den Wahrscheinlichkeit ein. 

Die Trennung der Veriinderlichen ergibt zun~ichst 
die Differentialformel 

d p  to). d t ,  
pz (1 - p) 

die sodann integriert 

x p sei nachfolgend eine Abkfirzung fiir p(t). 
2 Der Wahrscheinlichkeitswert an der Wendestelle h~ingt also 

bemerkenswerterweise nicht von den Konstanten des Nachwir- 
kungsvorganges ab. 
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p 1 = t ~ ) . t + l o g  p(0) 1 
log I - p p 1 - p (0) p (0) 

liefert. Mit Verwendung der Hilfskonstanten (3) lfiBt 
sieh nun die Schliisselrelation 

1 ~0 --~ 1 -(1 + ~)+,oat 
1-~e  =--~l (7) 

aufsehreiben. Diese kann zun~ehst dazu verwendet 
werden, um eine asymptotische Formel abzuleiten. 
L6sen wir nAmlich die sich aus (7) ergebende Be- 
ziehung 

p 1 -- (1 + oO + p + o*~tt 

1 - - p  ~o 

nach dem auf der linken Seite stehenden ib auf, so er- 
gibt sich 

1 
p = , (8) 

1 + m----I -- ojtlt 
l + o J e  P 

so dab im Hinblick auf p + 1 ffir t ->- on die asym- 
ptotische Formel 

! l + ¢ o e  °' 1 "1 p(t) ( t - z 0  ( 9 )  

erzielt wird. Damit ist gezeigt, dab die Zunahme der 
Wahrscheinlichkeit bei einer Erfahrungsnachwirkung 
der yon uns betrachteten Art asymptotisch durch ein 
logistisches Gesetz gegeben ist t 

Um eine explizite Reihendarstellung der LSsung 
zu gewinnen, greifen wir auf die Sehlfisselbeziehung (7) 
zurfick. Setzen wir dort 

1,-p z = - -  u n d  w : aJe ~° (1--at) 
p 

so nimmt diese die einfache Form einer trafiszendenten 
Beziehung zwischen den GrSBen z und w an, ntimlich 

ze'= w. (10) 

Es existiert eine im Punkt  w--0 reguliire und dort ver- 

1 In diesem Zusammenhang verdient sicher der Umstand einige 
Beachtung, dab die logistische Funktion yon versehiedenen Autoren 
bereits zur Darstellung der zeitlichen Anderung yon Wahrseheinlich- 
keitswerten herangezogen wurde. Dies geschah z. B. bei der formed 
m/i~igen Erfassung der Sterbliehkeitsabnahme { Lebensverbesserung) 
durch W. P. SCHVLEg: Ein Veriahren zum Einbezug der slikularen 
Sterblichkeitsabnahme in die versicherungsteehnischen Berech- 
nungen, M.V.S.V. 44, Heft 1, 107--149 (1944). DieWahl des logi- 
stisehen Ansatzes geschieht in allen diesen F$11en unseres Wissens 
ohne apriorische Mofivierung; ausschlaggebend ist eine gute 
Bew~ihrung, die zum groBen Tell aui verschiedenen elementaren 
Eigenschaften der logistischen Funktion beruht. Vgl,aueh P. GLUR; 
Ober analytische Ausgleiehung der Stdrblichkeitsfl~che, L~sung der 
akademischen Preisaufgabc der Philosophischen Fakult~t I I  der 
Universit~t Bern (Durch das Studium der BevSlkerungssterblich- 
keit, insbesondere in d~r Schweiz, ist zu untersuchen, welche Funk- 
tionen die Abnahme der Sterblichkeit wiederzugeben verm6gen.), 
eingercicht am 1. Oktober 1944. 

Wenn wir die hier ertirterten Beispiele raft den Resultaten unserer 
Untersuehung in Zusammenhang bringen, so gehen wit yon der Vor- 
aussetzung aus, dab das Prinzip dec Erfahrungsnachwirkung auch 
in irgendeiner Form in der belebten Welt giiltig sein wird, so dad 
sich die Ver~nderung lokaler Konstanten biotogiseher Gesamtheiten 
innerhalb groBer Zeitr~iume yon diesem Gesichtspunkt aus betrach- 
ten l/iBt. 

schwindende Aufl6sung z, die in einem hinreichend 
kleinen Kreis um 0 in eine konvergente Potenzreihe 
naeh w entwickelt werden kann. Es sei also 

z = Z a n  wn" (11) 
1 

Die Koeffizienten dieser Entwicklung lassen sich in 
bekannter Weise durch die CAUCHYschen Integrate 

1 f zdw 
a n -  2~ i  w "+1 (12) 

darstellen, wobei sich die Integration fiber einen nicht 
zu groBen, den Punkt  w- -0  umschlieBenden Kreis zu 
erstrecken hat. Ffihren wir jetzt  in (12) die Veriinder- 
liehe z als Integrationsvariable ein, so ist die Substi- 
tution nach (10) zu bewerkstelligen. D e r  neue Inte- 
grationsweg ist dann das Bild des oben erw/ihnten Krei- 
ses in der z-Ebene, also eine klein#, den Punkt  z =  0 
einfaeh umschliel3ende Kurve. So  erhalten wir nach 
einer zweckm/iBigen Umformung 

a. 2 ~ i j  ~.=1 b dz. (13) 

Werden nun die beiden Teile, in die $ieh das Integral 
(13) aufspalten litSt, wiederum alsCAUCHYsehe Inte- 
gralformeln gelesen, so ergibt sich endlich 

(_ n)n-2 ( ~ . ) . - i  n . - I  
a n =  (n-2)---------~ + ( n - 1 ) l  = ( - 1 ) " - 1  ~¢I (14) 

So erhalten wir die gesuchte Potenzreihe 1 

z = 2  ( -1 )" -1  
nn--1 

n----V w". (15) 
1 

Wie sich auf Grund der bekannten STIaUsGsehen For- 
met mfihelos verifizieren lift't, gilt 

C nn--1 

so dab sieh als Konvergenzradius der Reihe (15) 
1 

= - -  ( 1 6 )  8 

ergibt. Gem~iB der oben erfolgten Substitution ist 

1 u n d . w  = a~e ~(1-; '0 ,  
P =  l + z  

so dab sich nun die vollst~indige Darstellung fiir die 
Wahrscheinlichkeit ~b anschreiben ltiBt, n~mlich 

p(t)  = I + Z I  ( - I ) " - I  nn-ln! mn enla(l ).t) , (17) 

Zur Abkltirung der Konvergenzfrage muB auf (16) 

1 L. EULER: De serie Lambertiana, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 6, 
S. 354. Vgl. auch G. PdLVA und G. SzE6/~: Aufgaben und Lehrsiitze 
aus der Analysis (Berlin 1925), 1. Bd., S. 125, Aufgabe NL 209 
(LSsung S. 301, Nr. 209). Dort wird die Inversion auf Grund der 
BORMANN-LAGRANG~sehen Reihe vollzogen. Der yon uns. einge- 
schlagene Weg wurde dagegen auch yon G. BOL: ~ber  eine kom- 
binatorische Frage, Abhandiungen aus dem Math. Seminar tier 
Hansischen Universit~it (1938), 12. Bd., 242--245, besehritten. 
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zurtickgegriffen werden;  danach konvergier t  die Reihe 
(17) fiir atle t, ftir die 

~oe~,(l_~0 < 1 
e 

ausf~tllt. So ergibt sich als Konvergenzbedingung 

1 [ e ' + X ]  (18) I > ~ log eJ 

Die yon uns erhaltene Reihendarstellung konvergiert 
somit far ausreichend grol3e t. Im Falle," dab 

~oe~+l < 1, 

also f/Jr alle 

co <: S ( -  1)n-1 n n - - 1  e--n n! = 0 ,278464 . . ,  (19) 
1 

konvergiert die Reihe (17) fiir alle t ~ 0. 
Wenn man die in der Darstellung (17) stehende 

Reihe mit dern ersten Glied abbricht, so ergibt sich 
wieder die bereits auf andere Weise gewonnene asym- 
ptotische Formel (9). 
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~ b e r  d ie  E i n w i r k u n g  v o n  C h l o r d i o x y d  
a u f  P e k t i n s t o f f e  

Nach verschiedenen Untersuchungen 1 werden Poly- 
saccharide yon Chlordioxyd nur  sehr langsarn angegriffen. 
Bei der Einwirkung dieses Oxydationsmit tels  auf reine 
Zellulose wird, wie jodometrisch leicht bestinarnbar ist, 
kein Chlordioxyd verbraucht ,  und  es ist auch keine 
Zunahme an Karboxylgruppen tier Zeltulose festzustel- 
len. Inkrusten wie Lignin und Gerbstoffe werden durch 
Chlordioxyd jedoch weitgehend in kleinerrnolekulare 
Bruchstiicke zerlegt. 

Die Best~ndigkeit hochmolekularer, wasserl6slicher 
pektinsto//e gegeniiber Oxydationsmitteln kann einfach 
dutch Viskositiitsbestimmungen an den w~tssrigen Re- 
aktionsl6sungen verfolgt werden. Auf diesern Weg 
wurde bereits friiher (Helv. China. 26, 2002, 1943) der 
oxydative Pekt inabbau  verfolgt. Es zeigen sich schon 
deutliche Abnahrnen der Viskosit/it, wenn ein Ver- 
brauch des Oxydationsmit tels  und eine Zunahnae yon 
Aldehyd- und  Karboxylgruppen des Pektins analyt isch 
noch kaurn zu ernaitteln sind. - -  Die Viskosit~t wird 
durch die Zahigkeitszahl Z charakterisiert.  (Z = ~/sp/m. 

~/sp = ~/rel - 1 ; ~/rel = Verh/iltnis der Viskosit~t der L6sung 
zur Viskosit~it des L6sungsmittels.  m = Milli~tquivatente 
GrundmolekiJl des Pekt ins  pro 100 ccm L6sung.) 

Die [olgenden Messungen aeigen, da~ Pektinsto[/e 
dutch Chlordioxyd nut in sehr geringem Urn[aug abgebaut 
werden. Dabei wurden folgende Faktoren vari iert :  
Einwirkungsdauer  des Chlordioxydes, Temperatur ,  
Konzentra t ion  des Chlordioxydes und die \¥asserstoff- 
ionenkonzentrat ion.  Aromatische 13egleitstoffe des Pek- 
tins (Gerb- und  Farbstoffe) scheinen jedoch mit  Chlor- 
dioxyd leicht wegoxydiert  werden zu k6nnen. 

1 E. SCHM~DT und Mitarbeiter. Viele Arbeiten seit 1923 in 
B.-W. J. KOM^R~WSKI, Angew. Chem. 42, 336 (1929). M. SA~EC und 
F. ULM, Kotlehem. Beih. 43, 287 (1936). H. STAUDINGER und Mit- 
arbeiter B. 70, 2502 (1937}, Papierfabr. 35, 462 (1937) und Naturw. 
29, 5~4 (1941). C. V. HOLMaERC und E. C. JAH~, Paper Trade J. 111, 
33 (t940}. H. KORTE und W. KAVFMA~rS, Melliand Textitber. 23, 
2~4 (1942). 

Nach Tabelle 1 greifen Jod und Chlordioxyd Pekt in  
nicht  an. Ira Gegensatz zum Chlordioxyd wirkt  Jod 
nicht  oxydierend auf die t3egleitstoffe des Pektins.  
Auch schon 0,001 molare Chlor- und Broml6sungen be- 
dingen einen deutlichen Pekt inabbau.  

Tabelle 1 

Ein/luP verscMedener Oxydationsmittet 
W~iBrige L~sungen. 
Oxydatiousmittel 0,01 molar. 
Pektin (~qu.-Gewieht 720) 0,20%. 
Temperatur 20 ° C. 
Einwirkungsdauer 79. Stunden. 
Z/ihigkeitszahl Z 

Oxydatiortsmittel 

Chlor 
Brom 
Jod 
Chlnrdioxyd . 

(zu Beginn des Versuehes) = 1,62. 

Z/ihigkeitszahl Z in % yon Z o 

13,8 
30,7 

100 
100 

Ganz/ihnliche Ergebnisse wie in Tabelle 1 wurden bei  
verschiedenen anderen Pektinpr/ iparaten erhalten. Na- 
t r iumpekta t  zeigte - -  unter  sonst gleichen Versuchs- 
bedingungen - -  durch Chlordioxyd einen sehr geringen 
Abbau auf 96,5% der Ausgangsz~higkeitszahl. 

Tabelle 2 zeigt, dab bei h6herer Konzent ra t ion  des 
Chlordioxydes Pyr id inpekta t  nu r  ganz schwach abge- 
baut  wird. Pekt ia  blieb unangegriffen. (Eine geringe 
Viskosit~tsabnahme kann  auch dutch Spuren yon Salz- 
s/iure, die bei der Oxydatioa yon ~egleitstof~en ent- 
steht, verursacht werden. Geringe S~turemengen ver- 
mindern allgernein die Viskosit/it yon Pektinstoff-  
16sungen.) 

Bei einer anderen Versuchsreihe wurde die Tempera- 
tur zwischen 20 und 90 ° C variiert .  Ein  hydrolytischer 
Pek t inabbau  t r a t  ohne und mit  Chlordioxyd in dem 
gleichen Umfang ein, und zwar in l Jbere ins t immung mit  
den Ergebnissen yon F. W ~ B ~  (Dissertation, Ziirich, 
1944) erst oberhalb 600 C. 


