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Die Erfahrungsnachwirkung bei Wahrscheinlichkeiten

Von H. HADWIGER, Bern

Wir betrachten eine mit der Zeit ¢ verinderliche
Wahrscheinlichkeit
Y 10]
p(t) = AD+BH (1)

wobei A (¢) das MaB der giinstigen, B (f) das Mal der
ungiinstigen Falle im Zeitpunkt ¢ bezeichnen soll. Die
in Betracht gezogene Verinderlichkeit der Wahr-
scheinlichkeit (1) sei eine Folge einer sogenannten Er-
fahrungsnachwirkung. Darunter wollen wir hier fol-
gendes verstehen:

Wenn das Gegenereignis, dessen Wahrscheinlich-
keit also 1—p(¢) sein wird, tatsichlich eintritt, so soll
dies eine «Erfahrung» darstellen, welche zur Folge ha-
ben soll, daB die Maflzahl B(¢) der ungiinstigen Fille
eine gewisse Reduktion erfihrt!. Wenn sich nun im
Laufe der Zeit nach MaBgabe der ihnen jeweils zu-
kommenden Wahrscheinlichkeiten solche Gegen-
ereignisse einstellen, so wird auf diese Weise die
Wahrscheinlichkeit (1) zunehmen miissen. Es soll nun
unsere Aufgabe sein, einen zweckdienlichen Ansatz
fiir die Erfassung der soeben auseinandergesetzten
Erfahrungsnachwirkung aufzustellen, und das ma-
thematische Gesetz, nach welchem die Wahrschein-
lichkeit (1) zunimmt, zu ermitteln.

Im Hinblick auf die gegebenen Erklirungen ist die
nachfolgende Ansatzbildung naheliegend:

a) Die Mafizahl A(¢#) bleibt konstant.

b) Die MaBzahl B(f) erfihrt eine Reduktion, die
proportional dem Erwartungswert der Anzahl der im
Zeitintervall 0 bis ¢ erfolgenden Gegenereignisse ist.

Hierbei werde eine konstante Total-Ereignisdichte
vorausgesetzt.

1 NaturgemiB muBte die Darstellung hier allgemein gehalten
werden. Es ist aber sehr niitzlich, sich die Sachlage durch Wahl eines
konkreten Falles klarzumachen. Beispielsweise dient das folgende
Modell: Ein Arbeiter sei an einer Maschine beschiftigt, d. h. er
verrichte etwa pro Zeiteinheit dort eine Manipulation. 4 sei nun
die Zahl der zuldssigen Manipulationen, B dagegen die Zahl der Fehl-
manipulationen, die einen Betriebsunfall bewirken. Bei grober
Schematisierung ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir den Arbeiter,
pro Zeiteinheit keinen Unfall zu erleiden, durch den Quotienten
A|A + B gegeben. Wenn nun aber tatsichlich ein Unfall passiert, so
wird damit eine Erfahrung verbunden. Die Nachwirkung besteht
darin, da8 sich der Arbeiter (oder sein Nachfolger!) die betreffende
Manipulation, die zum Unfall fiihrte, merkt, oder daB eine Wieder-
holung durch besondere MaBnahmen verunmoglicht wird. Dies
kommt einer Reduktion der Zahl! B der moglichen Fehlmanipula-
tionen um 1 gleich. Nach K sich im Laufe der Zeit eingestellten
Betriebsunfallen ist die Wahrscheinlichkeit, keinen Unfall zu erleiden,
auf 4/A + B —K angestiegen. Dieser konkreten Deutung von p als
Unfallwahrscheinlichkeit lassen sich noch verschiedene andere ebenso
einfache Interpretationsmoglichkeiten (Erkrankungs- oder In-
fektionswahrscheinlichkeit, Ausscheidewahrscheinlichkeit bei bio-
logischen Gesamtheiten u.a.m.) an die Seite stellen, wobei eine ana-
loge zeitliche Beeinflussung durch Erfahrung wirksam ist.

Demzufolge soll also
¢
Aty = A(0); B(5) = B(0) |1—Af[1—p(5)] dg} 2)
0

sein. Der Proportionalititsfaktor A ist hierbei eine dem
betreffenden NachwirkungsprozeB zugeordnete Kon-
stante. Fithren wir noch die Hilfskonstante w durch

=2 p 0 = (3)

= TA(0)

ein, so 1aBt sich zufolge des Ansatzes (2) fiir die Wahr-
scheinlichkeit (1) der Ausdruck schreiben

p(t) = !

7 (4)
1+o-wl [[1-p(E)]dé
0

Da nun in (4) die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit
p auf beiden Seiten vorkommt, liegt eine einfache
Funktionalgleichung ver, die in naheliegender Weise
sofort in eine Differentialgleichung umgewandelt wer-
den kann. Zundchst schreibt man

¢
1
1+m-w1‘[[1—p(g)]d§—_;m,

eine Beziehung, die nach ¢ differenziert !
~wd(-p)=-2;

liefert, so daB nach einfacher Umformung nun die

Differentialgleichung der Erfahrungsnachwirkung

p'=wld(p*-p° (8)

entsteht. Eine erste einfache Diskussion lehrt, daB
die Integralkurven, die zu Anfangswerten 0 < $(0) <1
gehdren, monoton steigend gegen den asymptotischen
Wert 1 streben. Wie man aus (5) ableitet, gilt

P = wr2p? (2-5p+3pY. ®)

In den Fillen $(0) < § besitzen also die Integral-
kurven an der Stelle, wo p den Wert 4 erreicht, einen
Wendepunkt 2.

Nachfolgend treten wir nun auf Darstellungen der
sich als Losung der Differentialgleichung (5) ergeben-
den Wahrscheinlichkeit ein.

Die Trennung der Verinderlichen ergibt zunichst
die Differentialformel

d
Fii — ke

die sodann integriert

1 p sei nachfolgend eine Abkiirzung fiir p(r).

2 Der Wahrscheinlichkeitswert an der Wendestelle hingt also
bemerkenswerterweise nicht von den Konstanten des Nachwir-
kungsvorganges ab.
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p 1 _ PO 1
log -5~ P mlti—logl_?m) 570)

liefert. Mit Verwendung der Hilfskonstanten (3) 14Bt
sich nun die Schliisselrelation
1
P "'-'p—__l_. — (14 w)+ wit
1~p ¢ T e ¢ Y

aufschreiben. Diese kann zuniichst dazu verwendet
werden, um eine asymptotische Formel abzuleiten.
Lésen wir nidmlich die sich aus (7) ergebende Be-
ziehung

—-(1+w)+%’+wu

P 1

1-p o
nach dem auf der linken Seite stehenden $ auf, so er-
gibt sich
) 1
p= s {8)

1
14 o———wit
4

l1+we

so daB im Hinblick auf p > 1 fiir f - oo die asym-
ptotische Formel

1

pU) Ty (9)

1+we

erzielt wird. Damit ist gezeigt, daB die Zunahme der
Wahrscheinlichkeit bei einer Erfahrungsnachwirkung
der von uns betrachteten Art asymptotisch durch ein
logistisches Geselz gegeben ist 1,

Um eine explizite Reihendarstellung der Losung
zu gewinnen, greifen wir auf die Schliisselbeziehung (7)
zuriick. Setzen wir dort

]
Z = und w= we
f4
so nimmt diese die einfache Form einer transzendenten
Beziehung zwischen den GroBen z und w an, nidmlich
(10)

Es existiert eine im Punkt w=0 regulire und dort ver-

w {31—A1)

zef =w.

1 In diesem Zusammenhang verdient sicher der Umstand einige
Beachtung, daB die logistische Funktion von verschiedenen Autoren
bereits zur Darstellung der zeitlichen Anderung von Wahrscheinlich-
keitswerten herangezogen wurde. Dies geschah z. B. bei der formel-
méBigen Erfassung der Sterblichkeitsabnahme (Lebensverbesserung)
durch W, P. ScuuLer: Ein Verfahren zum Einbezug der sikularen
Sterblichkeitsabnahme in die versicherungstechnischen Berech-
nungen, M.V.S.V. 44, Heft 1, 107—149 (1944). Die Wahl des logi-
stischen Ansatzes geschieht in allen diesen Fallen unseres Wissens
ohne apriorische Motivierung; ausschlaggebend ist eine gute
Bewahrung, die zum groBen Teil auf verschiedenen elementaren
Eigenschaften der logistischen Funktion beruht. Vgl. auch P. GLur:
Uber analytische Ausgleichung der Sterblichkeitsfliche, Losung der
akademischen Preisaufgabe der Philosophischen Fakultat II der
Universitat Bern (Durch das Studium der BevOlkerungssterblich-
keit, insbesondere in der Schieiz, ist zu untersuchen, welche Funk-
tionen die Abnahme der Sterblichkeit wiederzugeben vermdgen.),
eingereicht am 1. Oktober 1944.

Wenn wir die hier erdrterten Beispiele mit den Resultaten unserer
Untersuchung in Zusammenhang bringen, so gehen wir von der Vor-
aussetzung aus, daB das Prinzip der Erfahrungsnachwirkung auch
in irgendeiner Form in der belebten Welt giltig sein wird, so daB
sich die Verinderung lokaler Konstanten biologischer Gesamtheiten
innerhalb groBer Zeitriume von diesem Gesichispunkt aus betrach-
ten 148t.

[ExPERIENTIA VOL. [/3]

schwindende Aufldsung z, die in einem hinreichend
kleinen Kreis um 0 in eine konvergente Potenzreihe
nach w» entwickelt werden kann. Es sei also

o>
Z = Z a, wh,
1

Die Koeffizienten dieser Entwicklung lassen sich in
bekannter Weise durch die CaAucHYschen Integrale

1 zdw
= omi / w1
darstellen, wobei sich die Integration iiber einen nicht
zu groBen, den Punkt w=0 umschlieBenden Kreis zu
erstrecken hat. Fithren wir jetzt in (12) die Verinder-
liche z als Integrationsvariable ein, so ist die Substi-
tution nach (10) zu bewerkstelligen. Der neue Inte-
grationsweg ist dann das Bild des oben erwihnten Krei-
ses in der z-Ebene, also eine kleine, den Punkt z=0
einfach umschlieBende Kurve. So erhalten wir nach
einer zweckmiBigen Umformung

1 - 1 1
aanfe ne (z"_l —F)dz.

Werden nun die beiden Teile, in die sich das Integral
{13) aufspalten 148t, wiederum als CaucHY¥sche Inte-
gralformeln gelesen, so ergibt sich endlich

(11)

(12)

(13)

_ = ettt
W= oot T monr VT e (4
So erhalten wir die gesuchte Potenzreihe!
o - nn—l
2= (-t Tt (15)

1

Wie sich auf Grund der bekannten StirrinGschen For-
mel mithelos verifizieren 1aBt, gilt

* nr—1
V n!
so daB sich als Konvergenzradius der Reihe (15)
1

g ==

e (nooo),

(18)

ergibt. GemiB der oben erfolgten Substitution ist

_ 1 w1ty
ﬂ—*ﬁ_—; und-w =we B

so daB sich nun die vollstindige Darstellung fiir die
Wabhrscheinlichkeit $ anschreiben 148t, nimlich

ﬁ(!): . 1n-—-1 "
1+ 3 (-t e

!
1 .

g (120 {17)

Zur Abklirung der Konvergenzfrage muB auf (16)

1 L. EvLEr: De serie Lambertiana, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 8,
8. 354, Vgl auch G. PéLvA und G. SzecH: Aufgaben und Lehrsitze
aus der Analysis (Berlin 1925), 1. Bd., S.125, Aufgabe Nr. 209
(Losung S. 301, Nr. 209). Dort wird die Inversion auf Grund der
BUrmanN-Lacranceschen Reihe vollzogen. Der von uns, einge-
schlagene Weg wurde dagegen auch von G. Bov: Uber eine kom-
binatorische Frage, Abhandlungen aus dem Math. Seminar der
Hansischen Universitdt (1938), 12.Bd.,, 242—245, beschritten.
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zuriickgegriffen werden; danach konvergiert die Reihe
(17) fiir alle ¢, fiir die

we? =4 o 1
[

ausfillt. So ergibt sich als Konvergenzbedingung

t>—1—~log[we“’+1}. (18)

wl

Die von uns erhaltene Reihendarstellung konvergiert
somit fir ausreichend groBe ¢. Im Falle, daB
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we®t1<1,
also fiir alle
& N nn—l g-n
5 —
w< 21 (-t B~ 0278464, (19)

konvergiert die Reihe (17) fiir alle ¢ = 0.

Wenn man die in der Darstellung (17) stehende
Reihe mit dem ersten Glied abbricht, so ergibt sich
wieder die bereits auf andere Weise gewonnene asym-
ptotische Formel (9).
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Uber die Einwirkung von Chlordioxyd
auf Pektinstoffe

Nach verschiedenen Untersuchungen?! werden Poly-
saccharide von Chlordioxyd nur sehr langsam angegriffen.
Bei der Einwirkung dieses Oxydationsmittels auf reine
Zellulose wird, wie jodometrisch leicht bestimmbar ist,
kein Chlordioxyd verbraucht, und es ist auch keine
Zunahme an Karboxylgruppen der Zellulose festzustel-
len. Inkrusten wie Lignin und Gerbstoffe werden durch
Chlordioxyd jedoch weitgehend in kleinermolekulare
Bruchstiicke zerlegt.

Die Bestindigkeit hochmolekularer, wasserlsslicher
Pektinstoffe gegeniiber Oxydationsmitteln kann einfach
durch Viskosititsbestimmungen an den wissrigen Re-
aktionslosungen verfolgt werden. Auf diesem Weg
wurde bereits frither (Helv. Chim. 26, 2002, 1943} der
oxydative Pektinabbau verfolgt. Es zeigen sich schon
deutliche Abnahmen der Viskositit, wenn ein Ver-
brauch des Oxydationsmittels und eine Zunahme von
Aldehyd- und Karboxylgruppen des Pektins analytisch
noch kaum zu ermitteln sind. — Die Viskositdt wird
durch die Zdhigheitszahl Z charakterisiert. (£ = nsp/m.

Nep = N1~ 1} 1, = Verhiltnis der Viskositit der Losung

zur Viskositdt des Lésungsmittels. m = Millidquivalente
Grundmolekiil des Pektins pro 100 ccm Losung.)

Die folgenden Messungen zeigen, daf Pektinstoffe
durch Chlovdioxyd nur in sehy gevingem Umfang abgebaui
werden. Dabei wurden folgende Faktoren wvariiert:
Einwirkungsdauer des Chlordioxydes, Temperatur,
Konzentration des Chlordioxydes und die Wasserstoff-
ionenkonzentration. Aromatische Begleitstoffe des Pek-
tins {Gerb- und Farbstoffe) scheinen jedoch mit Chlor-
dioxyd leicht wegoxydiert werden zu kodnnen.

1 E. Scumipt und Mitarbeiter. Viele Arbeiten seit 1923 in
B.-W. J. Komarewskl, Angew. Chem. £2, 336 {1929). M. SaMec und
F. UM, Kollchem. Beih. 43, 287 (1936). H. StaupiNGer und Mit-
arbeiter B. 70, 2502 (1837), Papierfabr. 35, 462 (1937) und Naturw.
29,534 (1941). C. V. HoLmeerc und E. C. Jaun, Paper Trade J. 771,
33 (1940). H. KorTe und W. KAurMannN, Melliand Textilber. 23,
234 (1942).

Nach Tabelle 1 greifen Jod und Chlordioxyd Pektin
nicht an. Im Gegensatz zum Chlordioxyd wirkt Jod
nicht oxydierend auf die Begleitstoife des Pektins.
Auch schon 0,001 molare Chlor- und Bromlésungen be-
dingen einen deutlichen Pektinabbau.

Tabelle 1

Einflufl verschiedener Oxydationsmittel

Wigrige Losungen.

Oxydationsmittel 0,01 molar.

Pektin (Aqu.-Gewicht 720) 0,20%.

Temperatur 20° C.

Einwirkungsdauer 72 Stunden.

Zahigkeitszahl Z; (zu Beginn des Versuches) = 1,62.

Oxydationsmittel Zihigkeitszahl Z in 9, von Z,
Chlor . 13,8

Brom - 30,7

Jod . . . .. 100
Chlordioxyd . 100

Ganz dhnliche Ergebnisse wie in Tabelle 1 wurden bei
verschiedenen anderen Pektinpriparaten erhalten. Na-
triumpektat zeigte —— unter sonst gleichen Versuchs-
bedingungen — durch Chlordioxyd einen sehr geringen
Abbau auf 96,59 der Ausgangszihigkeitszahl.

Tabelle 2 zeigt, da bei hoherer Konzentration des
Chlordioxydes Pyridinpektat nur ganz schwach abge-
baut wird. Pektin blieb unangegriffen. (Eine geringe
Viskositdtsabnahme kann auch durch Spuren von Salz-
sdure, die bei der Oxydation von Pegleitstoffen ent-
steht, verursacht werden. Geringe Siduremengen ver-
mindern allgemein die Viskositit von Pektinstoff-
lésungen.)

Bei einer anderen Versuchsreihe wurde die Tempera-
tur zwischen 20 und 90° C variiert. Ein hydrolytischer
Pektinabban trat ohne und mit Chlordioxyd in dem
gleichen Umfang ein, und zwar in Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen von F. WEBER (Dissertation, Ziirich,
1944) erst oberhalb 60° C.



